Algebra II

Loésungsskizze zur Klausur

Aufgabe 1:
Sei k ein beliebiger Korper und sei k[X] der Polynomring mit Quotientenkérper k(X).
i) Zeige, dass k[X] ein Dedekindring ist.

ii) Zeige, dass fiir jedes normierte irreduzible Polynom P € k[X] eine diskrete Bewertung
vp : k(X) = ZU {0}

existiert, sodass vp(P) = 1 und vp|p (0} = 0.
iii) Bestimme den Bewertungsring Op von (k(X),vp).

iv) Bestimme die Vervollstindigung von Op entlang seines maximalen Ideals fiir k algebraisch
abgeschlossen. Was passiert, wenn k nicht algebraisch abgeschlossen ist?

Zu i): Der Ring k[X] ist ein Hauptidealring, insbesondere noethersch, ganzabgeschlossen und jedes
nicht-triviale Primideal ist maximal.

Zu ii): Sei f € k(X)\{0}. Dann sind die ganzen Zahlen {vp(f)}p eindeutig bestimmt durch die

Gleichung
f=u- HPUP(f)7
P

wobei u € k™ und das Produkt iiber alle normierten, irreduziblen Polynome P € k[X] gebildet
wird. Beachte, dass vp(f) = 0 fiir fast alle P.

Zu iii): Op ={f/g € k(X) | f,g € k[X],g # 0 und (P, g) = 1}

Zu iv): Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist jedes irreduzible Polynom P von der Form P = X — A
fiir ein A € k. Damit gilt fiir die Vervollstandigung

Op ~ k[X -] =~ k[X].

Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so gilt nach der Vorlesung immer noch Op~K [T], wobei
K = k[X]/(P) der Restklassenkorper ist (Satz von Cohen). Der Isomorphismus ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. In dem Falle, dass k perfekt ist und positive Charakteristik hat, existiert jedoch
ein kanonischer Isomorphismus, der auf K die Identitdt induziert.

Aufgabe 2:

Sei d € Z\{0,1} quadratfrei und sei p > 3 eine Primzahl mit (p,d) = 1. Sei O der Ring der ganzen
Zahlen von Q(V/d). Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

i) Das Ideal pO ist ein Primideal in O.

ii) Die Gleichung 22 = d (mod p) ist unlosbar.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der Ganzheitsring O entweder Z[v/d] oder Z[H—ﬁ] ist. Ins-

besondere gilt O[1] = Z[3][V/d]. Wegen p # 2 erhilt man O/pO = F,[X]/(X? — d). Daher ist pO

genau dann prim, wenn X2 —d in F,[X] irreduzibel ist, was &dquivalent zur Unlosbarkeit von 2 =d
(mod p) ist.



Aufgabe 3:

Sei K = Q(v/—7) mit Ganzheitsring Of.

i) Man bestimme die absolute Diskriminante dx von K.

ii) Zeige, dass Og = Z[H'Tﬁ]

iii) Man bestimme die Minkowski-Konstante M = (£)2 - 7% V0dk|.
iv) Zeige, dass Ok ein Hauptidealring ist.

Zu i) und ii): Es gilt —7 =1 (mod 4). Damit ist nach Vorlesung djc = —7 und O = Z[*F¥=" V1),
Zu iii): Es gilt ro = 1. Damit ist
4 2
M=—-.=.V7= 2~£<2.
T 22 ™

Zu iv): Nach der Vorlesung enthiilt jede Idealklasse ein ganzes Ideal a von Norm < M < 2, also
von Norm 1. Damit ist die Klassenzahl 1 und O ist ein Hauptidealring.

Aufgabe 4:

Sei p eine Primzahl und sei R ein Ring mit p- R = 0. Sei W(R) der Ring der Wittvektoren zur
Primzahl p. Bezeichne mit F : W(R) — W(R) den Frobenius und mit V' : W(R) — W(R) die
Verschiebung. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass F'V = VF = p und V(a) -b = V(a- F(b)),
a,be W(R).

1) Zeige, dass fiir alle m,n > 0 gilt
Vm(g) . V”(b) _ Vm+n(Fn(g) . Fm(b))
ii) Zeige, dass W(R) genau dann nullteilerfrei ist, wenn R nullteilerfrei ist.

Zu i): Aus der Gleichung V(a)-b = V(a- F(b)) folgt durch Induktion V"™ (a)-b=V™(a- F™(b)).
Aus Symmetriegriinden folgt 1).
Zu ii): Seien a,b € R\{0}. Ist W(R) nullteilerfrei, so gilt

(a,0,...) - (b,0,...) = (ab,0,...) £ 0.

Damit ist R nullteilerfrei. Umgekehrt sei R nullteilerfrei und seien a,b € W(R)\{0}. Schreibe
a=V"(d)und b = V"(b') mit af), b}y # 0. Nach i) gilt

a b=V"T(E(d) - FT(Y).

m

Nun ist F™(a’) - F™(b') = ((ah)?" (by)?",...) # 0, weil R nullteilerfrei ist. Daraus folgt a - b # 0.

Aufgabe 5:

Sei K = Q(¢,) fiir n > 3, wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Zeige, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

i) Die Primzahl p ist unverzweigt in K/Q.

ii) Es gilt (p,n) =1 fiir p > 3 und 4 fn fiir p = 2.



i)=-ii): Angenommen p|n. Dann ist {, € K, wobei (, eine primitive p-te Einheitswurzel ist. Man
betrachte den Turm von Kérpererweiterungen K/Q((,)/Q. Sei p ein Primideal in Og,) iiber (p).
Nach der Vorlesung gilt fiir den Verzweigungsindex ey, ;(,) = p— 1. Sei 3 ein Primideal in O iiber
p. Dann ist

€¥/(p) = E3/p Cp/p) 2P L
Fiir p > 3 ist p damit verzweigt in K/Q. Fiir p = 2 nehmen wir an, dass 4|n und somit Q(i) C K.
Dabher ist 2 verzweigt in K.

i)=ii): Zunéchst sei (p,n) = 1. Sei R = Z[(,] die von (, erzeugte Z-Unteralgebra von O. Man
betrachte den induzierten Morphismus

f: R/pR — OK/pOK.

Es geniigt zu zeigen, dass f ein Isomorphismus ist und R/pR in ein Produkt von Koérpern zerfillt.
Dies impliziert, dass Ok /pOk reduziert ist, folglich p unverzweigt in K/Q ist. Aber R/pR ist
genau dann ein Produkt von Kérpern, wenn jeder irreduzible Faktor P von X™ — 1 in F,[X] mit
Multiplizitdt 1 auftaucht. Angenommen P?|(X™ — 1). Dann teilt P die Ableitung nX"~! und
wegen n # 0 (mod p), folgt P|X" . Dies ist ein Widerspruch. Als nichstes zeigen wir, dass
f ein Isomorphismus. Beide Algebren haben Dimension ¢(n) iiber F,. Fassen wir O /pOk via
f als R/pR-Algebra auf, zerfiillt diese entsprechend der obigen Zerlegung in ein Produkt. Die
Dimensionsgleichheit gilt jetzt faktorweise, also muss f ein Isomorphismus sein. Ist nun p = 2 und
n = 2m gerade mit 2 fm, dann gilt Q(¢,) = Q(¢,,). Das reduziert uns auf den bereits behandelten
Fall.



