Algebra II

Losungsskizze zur Nachklausur

Aufgabe 1:

Entscheide, welche der folgenden Ringe Dedekindringe sind (mit Begriindung).

i) Zlv=T)

il) F, [X]

iii) Z[v/5]

iv) Z[X]

v) Der ganze Abschluss Z von Z in Q, wobei Q C C der Korper der algebraischen Zahlen ist.

Zu i): Der Ring Z[v/—1] ist ein Hauptidealring, insbesondere noethersch, ganzabgeschlossen und
jedes nicht-triviale Primideal ist maximal.

Zu ii): Der Ring F,[X] ist ein diskreter Bewertungsring und damit ein Dedekindring, siehe 1).
Zu iii): Der Ring Z[/5] ist nicht ganzabgeschlossen, z.B. das Element des Quotientenkorpers
1+T‘/5 € Q(V/5) ist ganz, aber nicht in Z[v/5] enthalten. Also ist Z[v/5] kein Dedekindring.

Zu iv): Das Ideal (X) ist nicht-trivial und prim, aber nicht maximal. Daher ist Z[X] kein Dede-
kindring.

Zu v): Der Ring 7Z ist nicht noethersch und daher kein Dedekindring.

Aufgabe 2:

Sei d € Z\{0,1} quadratfrei und sei p > 3 eine Primzahl mit (p,d) = 1. Sei O der Ring der ganzen
Zahlen von Q(V/d). Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

i) Das Ideal pO zerfillt in zwei verschiedene Primideale in O.

ii) Die Gleichung 22 = d (mod p) ist 16sbar.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der Ganzheitsring O entweder Z[v/d] oder Z[H'Q‘/E] ist. Insbe-

sondere gilt O3] = Z[1][V/d]. Wegen p # 2 erhilt man O/pO = F,[X]/(X? - d). Daher zerfillt pO
genau dann in zwei verschiedene Primideale, wenn X2 —d in F,[X] in verschiedene Linearfaktoren
zerfillt. Wegen p # 2 und (p,d) = 1 ist dies dquivalent zur Losbarkeit von 22 = d (mod p).

Aufgabe 3:

Sei K = Q(v/—5) mit Ganzheitsring O

i) Man bestimme die absolute Diskriminante dx von K.
ii) Man bestimme den Ganzheitsring Of.

iii) Man bestimme die Minkowski-Konstante M = ()72 . 2.\ /]d].

nn

iv) Man bestimme die Klassengruppe clg.

Zu i) und ii): Es gilt —5 = 3 (mod 4). Damit ist nach Vorlesung dx = 4 - (=5) = —20 und
Ok = Z[v/-5).



Zu iii): Es gilt ro = 1. Damit ist
4 2
M= —--=-v20<3.
T 22

Zu iv): Die Klassengruppe wird von den Idealklassen der Primideale erzeugt. Nach der Vorlesung
enthélt jede Idealklasse ein ganzes Ideal a von Norm < M < 3. Daher wird clx von den Primidealen
mit Norm < 2 erzeugt. Uber der Primzahl 2 ist die Erweiterung K/Q nach i) verzweigt mit

2OK = P2>

wobei p = (1 + /=5, 2). Dies zeigt, dass clx = ([p]), wobei [p]?> = 1. Angenommen p = () ist ein
Hauptideal. Sei @ = a + +/—5b mit a,b € Z. Dann gilt fiir die Norm

+2 = N(a) = a® — 5b%,

was modulo 5 zu einem Widerspruch fithrt. Damit gilt clx ~ Z/2.

Aufgabe 4:

Sei p > 3 eine Primzahl.

i) Zeige, dass Q) die Gruppe der (p — 1)-ten Einheitswurzeln enthélt.
ii) Zeige, dass Q, nicht die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln enthilt.

Zu i): Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Z, kanonisch zu dem Ring der Wittvektoren W (Fp,)
isomorph ist. Der Teichmiiller-Lift ist ein injektiver Homomorphismus von Gruppen

p:Fy — 7.

Das Bild u([F)) ist die Gruppe der (p — 1)-ten Einheitswurzeln.

Zu ii): Sei ¢, eine primitive p-te Einheitswurzel und sei K = Q,((p). Aus der Vorlesung ist be-
kannt, dass die Erweiterung K/Q, voll verzweigt vom Grad p — 1 ist. Daher kann Q, nicht die
Gruppe der p-ten Einheitswurzeln enthalten.

Aufgabe 5:

Sei K = Q,(¢,) fiir n > 3, wobei (,, eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Sei Ox der Ganzheits-
ring von K mit Maximalideal p und sei k der Restklassenkérper mit |k| = p”, r > 1. Nehme an,
dass (p,n) = 1.

i) Zeige, dass die Erweiterung K/Q, eine unverzweigte Galoiserweiterung ist und dass der kanoni-
sche Homomorphismus von Galoisgruppen

Gal(K/Q,) — Gal(k/Fp)

ein Isomorphismus ist.

i) Sei W (k) der Wittring von k. Zeige, dass Og ~ W (k). Wie kann man einen solchen Isomor-
phismus eindeutig charakterisieren?

Zu i): Als Zerfallungskorper von X" — 1 ist K/Q, eine Galoiserweiterung. Sei ¢ das Minimal-
polynom von ¢, iiber Q. Dann hat ¢ ganzzahlige Koeffizienten und die Reduktion ¢ ist das
Minimalpolynom von (, = ¢, mod p iiber F,. In der Tat, wegen (p,n) = 1 zerfillt ¢ als Teiler



von X™ — 1 iiber einem algebraischen Abschluss von IF,, in verschiedene Linearfaktoren und muss
daher nach Hensels Lemma irreduzibel iiber F,, sein. Daraus folgt

(K :Qp] = deg(¢) = deg(p) = [k:TF,].

Dies zeigt, dass K/Q, eine unverzweigte Galoiserweiterung vom Grad [k : F,] ist. Der Homomor-
phismus

7 Gal(K/Q,) —> Gal(k/F,)

ist nach Vorlesung surjektiv. Weil beide Gruppen diesselbe Kardinalitéit haben, ist 7 ein Isomor-
phismus.

Zu ii): Nach Vorlesung existiert ein eindeutiger Homomorphismus von Ringen ¢: W (k) — Ok,
der die Identitét auf den Restklassenkdrpern induziert. Durch ¢ ist Ok ein freier W (k)-Modul vom
Rang e > 1, wobei e den Verzweigungsgrad von K/Q,, bezeichnet. Nach i) gilt e = 1. Dies zeigt,
dass ¢ ein Isomorphismus ist.



