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Algebra II – Kommutative Algebra

12. Übungsblatt

Aufgabe 1:

Sei A ein Ring.

a) Sei A ⊆ B eine ganze Erweiterung. Sei P ⊂ B ein Primideal und p = P ∩A. Zeigen Sie, daß
htP ≤ htp.

b) Sei B eine A-Algebra für die going-down gilt. Sei P ⊂ B ein Primideal und p = P ∩A. Zeigen
Sie, daß htP ≥ ht p.

c) Sei A ⊆ B eine ganze Erweiterung. Folgern Sie, daß dim A = dim B.

Aufgabe 2:

Sei A =
⊕

Ai ein graduierter Ring und u ∈ A×

0
. Für x =

∑
xi ∈ A sei Tu(x) =

∑
xiu

i.

a) Zeigen Sie, daß Tu ein Automorphismus von A ist.

b) Der Ring A0 enthalte einen unendlichen Körper k. Zeigen Sie, daß ein Ideal I von A genau
dann von homogenen Elementen erzeugt ist wenn Tu(I) = I für alle u ∈ k×.

Ein Beispiel eines noetherschen Ganzheitsrings A mit dimA = ∞ (Nagata)
Sei k ein Körper und R = k[x1, . . . ] der Polynomring über k in abzählbar unendlich vielen Va-
riablen. Seien m1 < m2 < · · · ganze Zahlen mit mi+1 − mi > mi − mi−1 für alle i > 1. Sei
pi = (xmi+1, . . . , xmi+1

). Sei S = R \
⋃

i
pi.

Aufgabe 3:

a) Zeigen Sie, daß S multiplikativ abgeschlossen ist.

b) Zeigen Sie dimS−1R = ∞.

Aufgabe 4:

Zeigen Sie

a) Die maximalen Ideale von A = S−1R sind genau die Ideale piA.

b) Für jedes maximale Ideal m von A ist die Lokalisierung Am noethersch.

c) Jedes x ∈ A \ {0} ist nur in endlich vielen maximalen Idealen enthalten.

d) Ein Ring mit b) und c) ist noethersch.

Hinweis: [AM], Aufgabe 7.9 enthält eine Anleitung.
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