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Aufgabe 1

Nach dem Satz iiber die Bruhatzerlegung laft sich jede Matrix A € GL,(Q)
eindeutig in der Form
A=UP,B

schreiben, wobei o € S,, U € U,, B € B. Bestimme ¢, U und B in den folgenden
Fallen:

a)
0 01 1 3 10
Mi=[010 ], Ma=]| -1 4 2
1 00 0 0 -1
b)
2 1
1 2 1
1 2 1
Ap = . . . eGLn(@) (TIZQ)
1 2 1
1 2
Aufgabe 2

Sei K ein Korper, n > 2, und sei A = (a;j); j=1,..n € GLy(K) eine invertierbare
Matrix. Zeige: Die im Sinne der Bruhat-Zerlegung zu A gehorige Permutation
1 2 ....n

, wenn fiir alle m €
n n—1 ... 1

ist genau dann die Permutation o = <

{1,...,n — 1} die Matrix

Am =(aij) i —p_ms1,....n € Mn(K)

j=1,...,m

invertierbar ist.

Aufgabe 3

Seien K ein Korper und n > 2 eine natiirliche Zahl. Betrachte die Menge
R = {(i,j) € N, 1 < i < j < n}. Fiir 0 € S, definiere R, = {(i,j) €
R; o(i) < o(j)}. Zeige:



a) Fiir die in der Vorlesung definierte Untergruppe U,—1(=U N P,-1U~ P,) von
GL,(K) gilt:

Uy—1 = {(a;j) € GLp(K); ay =1 fiir alle 4,
a;j = 0 fiir alle ¢ > j und fiir alle (4, ) € Ro}.

b) Fiir alle j € {1,...,n}, 0 € S, gilt:

o(j) =1+#{ieN; 1 <i<j,(i,)) € Ro}+#{k eN; j <k <n,(j k) ¢ Ro}.

c) Die Abbildung r: S,, — P(R), 0 — R, ist injektiv.

d) Aus (4,7), (4, k) € R, folgt (i,k) € R,.

e) Aus (4,7),(j, k) € R und (i,k) € R, folgt, dass mindestens eines der Paare
(i,7) und (j, k) in R, liegt.

f) Sei S C R eine Teilmenge, so dass d) und e) gelten, wenn man dort jeweils

R, durch S ersetzt. Zeige, dass ein o € S,, existiert, so dass S = R, gilt.

(Hier bezeichnet #A die Anzahl der Elemente der Menge A, und P(R) die
Potenzmenge von R.)

Aufgabe 4

a) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe. Fiir ¢ € G bezeichnen wir
mit gHg~! die Menge {ghg™!; h € H}. Zeige: die Teilmenge Ng(H) = {g €
G; gHg ' = H} ist eine Untergruppe von G, die H enthilt. Sie wird als der
Normalisator von H in G bezeichnet.

b) Sei nun K ein Kérper, B C GL,(K) die Untergruppe der invertierbaren
oberen Dreiecksmatrizen. Zeige: Ngr,, (i) (B) = B.



