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Differentialgeometrie I

Hinweis zur Linearen Algebra: Fir jede symmetrische bilineare Abbildung B zwischen
Vektorraumen gilt: B(v+w,v+w)—B(v—w,v—w) = 4B(v,w), B(v+w,v+w)—B(v,v)—
B(w,w) = B(v,w) (sog. Polarisierungsidentitét). Aus diesem Grund werden haufig nur die
Werte fiir gleiche Argumente angegeben, z.B. fiir Riemannsche Skalarprodukte nur g(¢é, ¢).
Oft geniigt es, Behauptungen nur fiir B(v,v) (“auf der Diagonalen”) zu beweisen.

Aufgabe 8.1 (Geoditische auf Rotationsflichen)

Eine Kurve u +— (r,h) in Ry x R, die nach der Bogenldnge parametrisiert ist (es gilt
also 12 + h'2 = 1), definiert eine
Rotationsfliche F : R x [0,27) — R3 durch F(u,v) = (r(u) cosv, r(u)sinv, h(u)).

Wir hatten in 7.1 bereits berechnet (was ich hier als Formelsammlung wiederhole):

Die Normalenabbildung N (u,v) = (h'(u) cos(v), h'(u)sin(v), —r'(u)),

die Ableitung TF = (a%F’ 8%F) (zwei Spaltenvektoren in der Jacobi-Matrix),

die Riemannsche Metrik (z.B. fiir ¢(t) = (u(t), v(t))): g(¢(t), é(t)) = u(t)? +r(u(t))?o(t)2.

Fiir die zweite Ableitung geniigt es ebenfalls, die Werte auf einer Basis zu kennen, also
GQ—;F o p O F}. Wegen r'r"" = —h'h" ist 86—:2F normal, also F((é), ((1))) =0;

? Qudv * v
former: J0 210 it T((1), () = (,01)
schlief$lich (88—1]22F)m”9 = —TT’%Fv also F((?)v ((1))) = (_(T)r/)'

(a) Warum sind die Meridiane u +— F(u,v) geodatische Linien?
(b) Berechnen Sie die geodétische Kriimmung der Breitenkreise v i— F(u,v).
(

c¢) Berechne die Christoffelabbildung I" noch einmal, diesmal iiber die erste Ableitung der
Riemannschen Metrik. (Ich berechne fiir eine beliebige Kurve ¢ meistens I'(¢, ¢).)

(d) Der vertikale Drehimpuls einer mit der Bogenlédnge(!!) parametrisierten Kurve c¢(t) ist
durch I3(t) = (Foc(t) x L(Foc)(t), (0,0,1)) = r(c(t)) costp(t) gegeben (1) Schnittwinkel
mit Breitenkreis). (Auch: I3(t) = g(((l)), ¢(t)), hier heifit ((1)) “Rotationsvektorfeld”.)
Zeigen Sie den Satz von Clairaut: c ist Geodatische genau dann, wenn I3 konstant ist.
Schneidet eine Geodétische also einen Breitenkreis mit einem bekannten Winkel, so kennt
man den Schnittwinkel fiir jeden Breitenkreis.

(e) Folgern Sie aus (d) den Sinussatz der sphdrischen Geometrie (auch wenn Sie (d) nicht

bearbeitet haben), also:
sina  sinf8  sinvy

sina  sinb  sinc
fiir ein Dreieck in S?, dessen Winkel «, 3, den Seiten mit Linge a,b, ¢ gegeniiberliegen.

Legen Sie dazu eine Ecke des Dreiecks auf die Drehachse und wenden Sie den Satz von
Clairaut auf die gegeniiberliegende (geodétische) Seite an.



Aufgabe 8.2 (Kriimmungslinien auf Réhrenflachen)

Es sei {¢(t),v(t), w(t)} ein begleitendes orthonormales Dreibein einer nach der Bogenlidnge
parametrisierten zweimal stetig differenzierbaren Kurve ¢ : I — R3.

Fiir kleines € hat die R6hre F(t, @) := c(t) +¢- (cos pv(t) +sinpw(t)) (vgl. Blatt 7, Bild)
regulidre Parameterlinien t — F.(t,¢) und ¢ — F.(t,¢) (Kreise).

(a) Zeigen Sie, daf die Kreise geodétische Linien sind und daf sie Kriimmungslinien sind.

(b) Zeigen Sie, dafl die Parameterlinien genau dann fiir alle (¢, ) senkrecht aufeinander
stehen, wenn die Differentialgleichungen o(t) = a(t)é(t) und w(t) = b(t)é(t) gelten fiir zwei
Funktionen a,b: I — R. (Vgl. 5.4 (b))

Aufgabe 8.3 (Kriimmungsschranken fiir Kurven)

Es sei ¢ : [0,]] — R™ eine nach Bogenlinge parametrisierte C2-Kurve, deren Kriimmung
durch |k(t)| ;= |é(t)| < K beschrankt sei.

(a) Zeigen Sie, daf fiir die Bogenladnge [ und die Sehnenlénge s := |¢(l) — ¢(0)| = Ucf é(t)dt|
die (fiir kleine I interessante) Abschiitzung 0 <1 — s < K12 gilt.
Hinweis: Schreiben Sie [ = | fol c(0)dt|.

(b) Welche Abschitzung gewinnen Sie aus a) fiir den Einheitskreis?
(c) Sind v, w € R™ und ist v # 0, |w| = 1, so gilt |sin Z (v, w)| < |v — w|.

(d) Es sei ¢ := £(c(l) — ¢(0), ¢(0)) € (—m, 7| der Winkel zwischen Sehne und Tangente.
Zeigen Sie die fiir hinreichend kleine [ > 0 giiltige Abschitzung |p| < arcsin(£1).
Hinweis: Benutzen Sie (c) mit v = (¢(l) — ¢(0)) /1.



