WS 2003/4 Loésung zu Aufgabe 6.1 7.12.2003

Ich habe beim Formulieren der Aufgabe 6.1 angenommen, dafl Sie die Losungen zu den
aufgezihlten Standardeigenschaften der Differentialformen ausreichend leicht in der Lite-
ratur finden wiirden. Da nach Auskunft der Ubungsleiter sowohl das Aufschreiben wie die
Besprechung mehr Miihe gemacht hat, als ich erwartet hatte, schreibe ich etwas dazu.

6.1 (b) ist eine unmittelbare Folge der Kettenregel und war kein Problem.

6.1 (a) Basisdarstellung. Wegen der Linearitdt geniigt es, einen Summanden zu betrachten.
Wir formen mit der Kettenregel um:

Wiy i, (f(P))dz™ A ... A da™ (Tflpv1,..., Tflpor) =
Wi (FE)Az S TFlp) Ao A (dzi* o Tfl) on, ., 03) =
Wiy i (PO A A ™) (01,508

Die letzte Gleichung benutzt, da8 die Koordinatenfunktionen z7 im Bild von f gerade die
Komponentenfunktionen von f liefern: f/ = 27 o f. Es stort die weitere Rechnung nicht,
daf die Differentiale der Komponentenfunktionen nicht unabhéangig sein miissen. Man kann
aber auch noch einsetzen df’ = Zk(% f7)dy*. Das werde ich am Ende tun.

Alle iibrigen Teile der Aufgabe beruhen darauf, dal mit dem Satz von Schwarz, also mit
der Symmetrie der zweiten Ableitungen, alle storenden Terme beseitigt werden.

Leider mufl man etwas auf die Normierungen aufpassen. Eine beliebige Bilinearform b kann
in ihren symmetrischen und schiefsymmetrischen Teil zerlegt werden:

b(vv w) = (b(va w) + b(w7 U))/Q + (b(?}, w) - b(wv U))/2
Aber, wenn die Bilinearform als Produkt von zwei Linearformen gegeben ist, b(v,w) :=
l1(v)ly(w), dann ist der schiefsymmetrische Teil von b nur die Halfte des Dachproduktes
(b1 AN lo) (v, w) := b1 (v)la(w) — €1 (w)la(v). Das fithrt schliellich dazu, daf in der Formel fiir
das Dachprodukt einer r-Form und einer s-Form (vgl. Aufg. 4.4 oder Kénigsberger 13.1)
der Normierungsfaktor 1/(r!s!) auftritt.
In dhnlicher Weise mufl man bei der &ufleren Ableitung auf die Normierung aufpassen, weil
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schliefflich so lauten soll:

/ w = /dw.
Rand von G G

Das hat zur Folge, daf8 die #uflere Ableitung der Differentialform w|, := h(p)-daz'A.. . Adz*,
die die Richtungsableitung w|,+, — wl|, ~ T,w|, = dh|,(v) - dzt A ... A dz* hat, durch eine
wie beim Dachprodukt normierte Schiefsymmetrisierung aus der gewchnlichen Ableitung
entsteht:

dw|, = dh|, Adz' A ... A dzF
k
dwlp(vo, ..., ve) = Y (1) dhlp(v;) - da' A AdzF(vo,. .. 05 vk).

=0

Bei den Kurvenintegralen von 1-Formen haben wir diese richtige Normierung schon kennen
gelernt.

Zuriick zu den Aufgaben. In 6.1 (a) und (c) wird fast dasselbe behauptet, in (a) soll es unter
Verwendung der Basisdarstellung nachgerechnet werden, in (c) ohne diese. In der Literatur
finden Sie meistens die erste Rechnung, ich ziehe die zweite vor. Der Beweis beruht auf der



Symmetrie der zweiten Ableitung der Abbildung f, mit der Sie zuriickziehen. In (d) wird
die Symmetrie der zweiten Ableitung der Koeffizientenfunktion h benutzt. Weil in (a) die
Komponentenfunktionen von f auftreten, kann man (d) in (a) verwenden.

Zunichst (d). Die &uBere Ableitung dw|, = dh|, A dz' A ... A dz" ist eine Summe von
Termen %h\ pdzI Ndzt AL A dz*. Von jedem wird die d&uBere Ableitung berechnet, dann
wird summiert. Beachte: (a;; — ajyi)dx" Ada? ist 0, falls a; ; symmetrisch ist, also:

o 0 ; .
d(dw) = Z <Z(8x@ @hbdx Adzd) Ndzt AL A dxk> =0.

j i
Nun (c). Die Richtungsableitung von (f*w)|p(vi,...,v) = w|p) (T flpv1, ..., T flpve) ist

TUO (f*w)|p(vlv s ’vk) :TTpr0w|f(p) (Tf|pvlv e 7Tf|pvk)+
Zwyf(p)(:rﬂpvl,...,T2f|p(v0,vj),...,Tf|pvk).
j=1

Als néchstes ist diese Richtungsableitung zu schiefsymmetrisieren:

k

A(f*w)lp(vo, .- ve) = Y (1) T, (f*w)lp(vo, . - iy v).

1=0

Das gibt erstens wie gewiinscht dw| s, (T f|pvo, ..., T flpvr) = f*(dw)(vo, ..., vr) und zu-
sitzlich alle Terme, die T2 f enthalten. Hier kommt nun jeder Term T2 f(v;,v) genau
zweimal vor, erstens in der Zeile mit ¢ = j und zweitens, wenn ¢ = h. Die Vorzeichen
der Zeilen sind (—1)7,(—1)". AuBerdem ist T2 f(v;,vs) das Argument mit der Nummer
Jj+1inw, falls j < h ist, und T2 f(v;, vp) ist das Argument mit der Nummer j in w, falls
j > hist. Alle iibrigen Argumente von w stimmen einschliellich der Reihenfolge iiberein.
Deshalb treten die beiden Terme T2 f(v;,vp), T?f(vn,v;) mit verschiedenem Vorzeichen
auf, summieren sich also zu 0. Das beweist (c).

Schlieflich der zweite Teil von (a). Zunéchst berechnen Sie die Richtungsableitung von
Wiy i, (FNAf A oo A (df*)(v1,...,v;) nach der Produktregel. Das gibt einen Term
mit der Richtungsableitung von w; diese Terme summieren sich wieder zu f*dw, hier also
zu 0. Alle iibrigen Terme enthalten zweite Ableitungen der Komponentenfunktionen von
f. Wir setzen die Basisdarstellung df’ = Zk(aiwfj)dyk,j =41,...,1 nur in dem Faktor

ein, den wir gerade differenzieren. Das ergibt dann Terme ), Zk(aiyi % fHdyt A dy*,

die mit weiteren Faktoren df%- in einem Dachprodukt stehen. Schon die Summe iiber die
expandierten Terme gibt 0, wie oben, weil die zweiten Ableitungen von f’ symmetrisch
sind.

Alternativ kann man auch (d) in (a) verwenden, wenn man sich iiberlegt, dafl die &dufere
Ableitung d(df' A ... Adf¥) = 0 ist. Wieder wird die Richtungsableitung mit der Produkt-
regel berechnet; dann werden die Summanden einzeln schiefsymmetrisiert. Dann kann
man sich wie beim Beweis von (d) auf den Faktor mit der zweiten Ableitung konzentrieren
und das Resultat ist 0, weil fiir Funktionen h gilt d(dh) = 0. — Diese Argumentation wird
schliellich dadurch vervollkommnet werden, daf} fiir die &ulere Ableitung eine Produktregel
mit Vorzeichen bewiesen wird.



