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Zahlkorper

Zahlkorper = endliche Erweiterungen K/Q

Fragen:

e welche Galoisgruppen kommen vor?
(Umkehrproblem)

e wie haufig kommt geg. Galoisgruppe vor?
(Asymptotik der Zahlfunktion)

e Eigenschaften der Zahlkorper?
(z.B. Klassengruppe)



Quadratische Zahlkorper

Quadratische Zahlkdrper: Q(v/d), mit d € Q.
oBdA: d quadratfreie, ganze Zahl:
d=...,—6,—-5,-3,—-2,—-1,2,3,5,6...

Frage: Wieviele quadratische Zahlkdrper Q(+v/d)
gibt es mit

d| < x fir x— o0 7

Zahle quadratfreie d € N, |d| < x.
Bekannt: Anzahl asymptotisch zu ¢(2)~1 z,

((s) = Riemannsche (-Funktion.



Heuristisches Argument:

Sei p € P Primzahl. Jede p?-te Zahl ist durch
p? teilbar. Also:
[Ipep(1 — Z%) aller Zahlen quadratfrei.
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(Hier f(z) ~ g(z) falls liMmp— oo g g 1.)



Galoisgruppen

Nun: allgemeine Zahlkdrper K/Q mit fester
Galoisgruppe
G = Gal(K/Q)

(als Permutationsgruppe auf den Einbettun-
gen in einen algebraischen Abschluss von Q).

Sei
N(Q,G;z) :=
#{K/Q | Gal(K/Q) = G, |D(K/Q)| < =},

wobei D(K/Q) die Korperdiskriminante von
K/Q bezeichnet.

Frage: Asymptotik von N(Q, G; z) fir x — o007
Falls [K : Q] = n =

G Permutationsgruppe auf n Symbolen, also
G < 6, (symmetrische Gruppe).



Eine Vermutung

Vermutung: (M. 2002) Es gibt cg > 0 mit

N(Q,G;x) ~ cq 2(G) (log x)b(G)
flir gewisse explizit bekannte a(G), b(G).

Definition von a(G):

Furl#g€6n56|
ind(g) := n — #Bahnen von g auf {1,...,n},

1

(@) = min{ind(g) |1 #g € G}

b(G) = ...

(hangt von der Anzahl der Elemente von mi-
nimalem Index ab).



Resultate

Satz: (Wright 1989)
Die Vermutung qilt fur alle abelschen Grup-
pen.

Beweis mit KlassenkoOrpertheorie

Satz: (Kliiners 2004)
Die Vermutung qilt fiir verallgemeinerte Qua-
ternionengruppen

m

Qam = (z,y | 22" = 1,y2 — ’a:.y:y—1>

m=2/, f>1.

Satz: (Kliners—M. 2004)
Abschwachung der Vermutung gqilt fiir alle
nilpotenten Gruppen.

Ad hoc Argumente fur Gruppen G # 24 vom
Grad n < 4, sowie fiur Gs
(Bhargava, Cohen et al., Davenport-Heilbronn).
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Ursprung der Vermutung:

Heuristische Uberlegungen und ausgedehnte
Computerexperimente (Erstellen von Tabel-
len von ZahlkOorpern mit beschrankter Diskri-
minante).

Satz: (M. 2006) Es gibt genau 389013 654
total reelle primitive Zahlkorper der Diskri-
minante héchstens 10°.

Erzeugung der Zahlkorper durch:

e KlassenkOrpertheorie (z.B. relativ-quadratische)

e Satz von Hunter (bei primitiven Gruppen)

Computeralgebrasysteme:

o KANT

e Pari-gp



Total reelle Zahlkorper kleinen Grades

n G vollst. bis Anzahl
3
As 1016 15852618
S3 107 502421
4
Za 1014 607 589
Vi 1012 769 284
Dy 109 4903607
Ay 1014 1232860
S, 10° 17895702
5
As 1011 8121
S5 10° 2341055
6
Ay 1016 127 140
G4(Ty) 1012 39215
G4(Tg) 1014 26 008
As 1011 720
Ug 1010 159

Sg 109 147 553



Cohen-Lenstra-Martinet Heuristik

Cohen und Lenstra (1983) geben eine Heu-
ristik fur die Klassengruppen quadratischer
Zahlkorper.

Einzige bewiesene Falle: 3-Rang (Davenport-
Heilbronn) und 4-Rang (Fouvry-Kliners).

Cohen und Martinet (1990) erweitern dies
auf Zahlkorper beliebigen Grades.

Experimentelle Resultate:
Durchschnittlicher p-Rang der Klassengruppe
von Zz3-Korpern mit Diskriminante < D:

D p=2 p=Db5b p=7
10 1,275 1,000 1,155
109 1,361 1,043 1,212
1011 1,415 1,045 1,267
1013 1,448 1,048 1,289
1015 1,470 1,045 1,301
[C-M] 1,250 1,040 1,306
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Zusammenhang zur Asymptotik-Vermutung

2, ist semidirektes Produkt

1 — 273 — Wy — Z3 — 1

A4-Erweiterung N/Q vom Grad 6 ist quadra-
tische Erweiterung eines Z3-Korpers L/Q.

Elemente der Ordnung 2 in der Klassengrup-
pe von L fuhren zu unverzweigten 2A,-Erweiterungen
von L.

Hat die Klassengruppe von L hohen 2-Rang,
SO gibt es viele A4-Korper uber L mit gleicher
Diskriminante.

Asymptotik fur 24 hangt also eng mit C-L-M
Heuristik fur Z3-Korper zusammen.
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